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Uberblick

1 Motivation

Wenn wir komplexere Aufgabenstellungen mit Methoden des
maschinellen Lernens bearbeiten wollen, stehen wir vor meh-
reren Fragen:

e Wie kann man aus einzelnen Lernmodulen mit begrenzten
Fahigkeiten leistungsfahigere Systeme zusammenfiigen?

e Wie kann man die Lernschritte der zusammengefiigten
Module koordinieren?

e Wie kann man die Interaktion mit der Umgebung ak-
tiv strukturieren, um aus moglichst wenigen Beispielen
moglichst viel zu lernen?

e Wie kann man Aktionsfolgen lernen, deren einzelne Schrit-
te aufeinander aufbauen miissen?

e Wie kann man lernen, wenn keine Losungsbeispiele, son-
dern lediglich Erfolgs/MiBerfolgsriickmeldungen gegeben
werden?
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Lernarchitekturen bieten den allgemeinen Rahmen, um diese
Fragen naher zu beleuchten und zu beantworten.

Definition Lernarchitektur: Unter einer Lernarchitek-
tur verstehen wir ein Schema, das eine komplexe Lernaufgabe
durch ein Zusammenwirken mehrerer einfacherer Teile |0st.
Die Zerlegung kann dabei auf der Systemebene, der Funk-
tionsebene, oder beiden zusammen erfolgen. Dariiberhinaus
lassen sich parallele, hierarchische und serielle Zerlegungsstra-
tegien unterscheiden.

2 Beispiele von Lernarchitekturen

2.1 Ensemblelernen

Hier gelangt man durch “Parallelschalten” mehrerer Klassifi-
katoren zu einem Klassifikator, der die Klassifikationsleistung
der Einzelklassifikatoren oft erheblich iibertrifft.
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2.2 Expertenmischungs-Architektur

Verwendet eine Anzahl unterschiedlich spezialisierter “Experten-
Module”, die wiederum parallelgeschaltet werden. Im Unter-
schied zum Ensemblelernen wird der wird der Beitrag jedes
einzelnen Moduls jedoch jetzt in Abhangigkeit vom momen-
tanen Input durch ein iibergeordnetes “Gating-Modul” dyna-
misch gewichtet. Dadurch ergibt sich ein dhnlicher Effekt wie
bei einem Aufmerksamkeitssteuerungsmechanismus.
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2.3 Hierarchische Architekturen

Hier bilden die einzelnen Module eine hierarchische Baum-
struktur. Die Eingabe erfolgt an der Wurzel. Dort erfolgt in
einem ersten eine (u.U. gewichtete) Weiterleitung in die Zwei-
ge der nachsten Ebene, bis die Module in den Blattern erreicht
sind. Diese liefern schlieBlich die Ausgabe.
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Mit diesem Aufbau ermdglichen hierarchische Architekturen
eine schrittweise Verarbeitung der Eingabe, etwa voranschrei-
tend vom Groben zum Feinen.

2.4 Serielle Feedforward-Architekturen

Hier liegen mehrere Verarbeitungsmodule in Reihe. Damit wird

die Gesamtaufgabe in mehrere, sequentielle Teilschritte zer-
legt. LaBt sich als Spezialfall einer verzweigungslosen Baum-
struktur auffassen. Wie bereits dort, 1auft auch hier der Infor-
mationsfluB streng in eine Richtung, d.h., es ist keine Riickkopplung
von “hoheren” zu “tieferen” Ebenen moglich. Wichtige Spe-
zialfalle sind Markovketten und Hidden-Markov-Systeme.
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2.5 Bidirektionale Architekturen

Wie serielle Feedforward-Architektur, aber mit der Moglichkeit
eines hin- (“Bottom-Up") und eines riicklaufenden (“Top-
Down") Verarbeitungswegs. Uber den letzteren kann ein be-
reits gewonnenes (Teil-)ergebnis die weitere Verarbeitung der
friiheren Stufen verandern.
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2.6 Closed-Loop-Lernarchitekturen

Hier wird als neues Element die Riickkopplungsschleife “iiber
die Welt" geschlossen: Das System verfiigt iiber “Aktoren”,
die auf die Umgebung einwirken und damit die kiinftigen Ein-
gaben des Lerners verandern. Mit der dadurch hergestellten
Perzeptions-Aktions-Schleife wird Lernen zu einem aktiven
ProzeB, bei dem der Lerner seine Trainingsdaten zielgerichtet
beeinflussen kann. Daher spricht man auch von “Wahrnehmungs-
Handlungs-Architekturen”.
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2.7 Query-Architekturen

Im einfachsten Fall spezifizieren die “Aktoren” eine “Frage”
an eine "“Orakel”, aus dessen Antwort der Lerner einen Lern-
fortschritt erzielen mochte. Query-Architekturen zielen dar-
auf ab, moglichst “informative” Fragen zu generieren, die ein
schnelles Lernen erlauben.

Orakel

2.8 Reinforcement-Lernarchitekturen

liefern einen Rahmen, wie ein Lerner eine Sequenz aufeinander
aufbauender Aktionen ohne Lésungsbeispiele, sondern allein
gestiitzt auf selbstgesteuerter Exploration lernen kann.
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Einzige Informationsquelle dabei ist die Riickmeldung von Er-

folg oder MiBerfolg am Ende (gelegentlich auch zwischen-
durch) einer Aktionsfolge. Wesentliches Element derartiger
Architekturen ist haufig ein internes “Kritiker-Modul”, das im
Laufe der Zeit versucht, eine Vorhersage des langerfristig zu
erwartenden Erfolgs oder MiBerfolgs zu lernen.

2.9 Agenten-Architekturen

organisieren Lernen als Wettbewerb /Kooperation innerhalb ei-
ner ,, Gemeinschaft” von Agenten. Ein interessanter Ansatz
verwendet Marktprinzipien (Agenten , verdienen” mit erfolg-
reichen Aktionen , Geld” und konnen als , Bieter’ neue Auf-
trage ,ersteigern”) als Triebfeder fiir die Herausbildung von
Spezialisierung und Kooperation.
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2.10 Architekturen fiir Imitationslernen

sind am komplexesten und beeinhalten komplette Systeme, die
mehrere der vorstehenden Architekturen verbinden um neue

Fahigkeiten aus der Beobachtung erfolgreicher Aktionen zu
lernen.
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Mit den meisten der dargestellten Architekturen werden wir
uns in den folgenden Kapiteln niher auseinandersetzen.

3 Granularitat

Die Module einer Architektur konnen von unterschiedlicher
Komplexitat (“Granularitat”) sein. Solange wir nicht auf spe-

zielle Eigenschaften der von einem Modul repréasentierten Eingabe-

Ausgabe-Abbildung zuriickgreifen, bleiben unsere Uberlegungen
gleichermaBen giiltig fiir Architekturen aus ganzen (intern wie-
derum strukturierten) Subsystemen bis hinab zu Modulen aus
einzelnen Neuronen eines KNN.
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4 Das Credit-Assignment Problem

tritt typischerweise auf, wenn mehrere Lernmodule in einer
Lernarchitektur ihre Lernschritte koordinieren miissen. Es be-
trifft die Frage nach der geeignetsten Stelle im System, um
eine adaptive Veranderung zwecks Verbesserung des Antwort-
verhaltens vorzunehmen.

N
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Beispiel: Baumarchitektur Abb. ?7. Bei zu kleinem Antwort-
wert:

e welches der Module soll seine Ausgabe verringern?

e oder ist es besser, die notwendige Anderung gleichmiBig
auf alle Module zu verteilen?

e oder kann eine geeignete, ungleichmaBige Verteilung zu
einem langfristig besseren Resultat fiihren?

e wie wirkt sich eine Ausgabeveranderung fritherer Module
im Verarbeitungsweg auf das Endergebnis aus?

10
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Das Beispiel illustriert einige der folgenden Schwierigkeiten
und daraus aufgeworfener Fragen:

Redundanz in einem komplexen System gibt es i.d.R. vie-
le unterschiedliche Veranderungsmoglichkeiten, die alle
zur selben Veranderung in der momentanen Einzelantwort
fiihren. Ein einzelner Trainingsschritt bietet nur einen klei-
nen Teil der Information, die zur Auflésung dieser Redun-
danz notig ware. Wie kann man diese Redundanz durch
geeignete Zusatzannahmen auflésen?

fehlende Zielwerte selbst wenn das “verantwortliche” Mo-
dul bekannt wiére, ist fiir die Ausgabewerte “innerer” Mo-
dule nicht ohne weiteres ein Zielwert bekannt, auf den hin
ihre Ausgabe zu verandern ware. Wie kann man geeignete
“innere Werte" konstruieren?

distale Fehler dies kann selbst fiir Ausgabemodule gelten,
wenn der Fehler nicht direkt, sondern erst nach Vermitt-
lung weiterer Prozesse in der Welt entsteht. Wie kann
man geeignete proximale Fehler ableiten?

. Ausgabewert y

;KX zu Klein
. (proximaler Fehler)

S Ist-WertA zu gro
ystem .
(distaler Fehler)

\ |
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verzogerte Riickmeldung in einer zusammenhangenden
Aktionskette kann die Verantwortung fiir einen Fehler
u.U. bei schon langer zuriickliegenden Antworten liegen.
Wie kann man dieses “zeitliche” Credit-Assignment Pro-
blem [6sen?

5 Weitere Herausforderungen

“kostspielige” Trainingsbeispiele. Als Folge konnen haufig
nur vergleichsweise wenige Trainingsschritte durchgefiihrt
werden. Wie kann man den Informationsgehalt jedes Trai-
ningsbeispiels maximieren?

Fluch der Dimensionalitit Wie kann man eine hochdi-
mensionale Lernsituation in leichter lernbare, niedrigerdi-
mensionale Teile aufspalten?

Unvollstindige Beobachtbarkeit Wichtige Interna ei-
nes zu steuernden Systems konnen fiir den Lerner un-
zuginglich sein (z.B. sog. “Partially Observable Markov
Decision Problems — POMDPs). Dies kann an der Kapse-
lung relevanter Variabler, mangelnder sensorischer Auflosung
(“perceptual aliasing”) oder der Uberlagerung von stati-
stischen Storeinfliissen liegen. Wie kann man in diesem
Falle den internen Zustand des zu steuernden Systems
rekonstruieren oder zumindest schatzen?

Diese und die vorstehenden Fragen wollen wir in den nachsten
Kapiteln ndher betrachten.
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6 Themen der Vorlesung

1. Uberblick (dieses Kapitel)

. Ensemblelernen

. Mischungsarchitekturen
Closed-Loop-Lernarchitekturen
Aktives Lernen
Reinforcement-Lernen

Lernen in Stochastischen Systemen

© N o o R W N

. Agentenarchitekturen

Literatur

[Braun] Braun. Neuronale Netze
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Ensemble-Lernen

1 Motivation

Ensemble-Lernen erméglicht die Konstruktion eines “starken” Klassifikators durch
geeignete (feste) Kombination eine Anzahl ,schwacher” Klassifikatoren. Dabei
werden zwei Hauptideen verwendet: (i) Erzeugung eines moglichst diversen En-
sembles von Klassifikatoren zur selben Aufgabenstellung (meist durch Training
auf geeignet erzeugten Varianten der gegebenen Datenmenge) und (i7) geeignete
Kombination dieser zu dem gesuchten “starken” Klassifikator.

2 Grundansatz

Gemeinsamer Ausgangspunkt aller Verfahren ist ein Algorithmus A : D +— h, der
aus einer gegebenen Trainingsmenge D = {(z%,y*) € X x Y|ja =1... M} einen
Klassifikator h : X + Y generiert. Dabei sind X, Y Definitions- und Wertebereich
der Klassifikationsaufgabe (z.B. X = R, Y = {—1,1}), M bezeichnet die Anzahl
der Trainingsbeispiele (z,y). A kann beispielsweise ein Trainingsalgorithmus fiir
eine neuronales Netz, eine Support-Vektormaschine oder ein Konstruktionsver-
fahren fiir einen Klassifikationsbaum sein.

Grundidee (i) wird umgesetzt, indem aus der gegebenen Trainingsmenge D eine
Anzahl voneinander verschiedener Varianten Dy, t = 1,2.....K erzeugt wird.
Daraus wird durch Anwendung von A ein Ensemble von Klassifikatoren h; =
A(D;) gewonnen. Die einzelnen Verfahren unterscheiden sich darin, wie die D;
generiert werden.

Grundidee (i7) wird meist als gewichtete Summation verwirklicht:
K
H(z) = agh(z).
k=1

1
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Ensemblemethoden realisieren damit ein Architekturschema mit separatem, iiberwachtem
Training seiner Module:

3 Elementare Verfahren

Im einfachsten Falle werden die einzelnen D, durch voneinander statistisch un-
abhéngige Variationen von D gewonnen und die resultierenden Klassifikatoren h;
zu einem Ergebnisklassifikator H gemittelt:

H(z) = % S i)

Grundidee dabei ist, daf sich dabei unkorrelierte Fehler der Einzelklassifikatoren
herausmitteln, so dafl im Ergebnis eine bessere Klassifikationsleistung entsteht.

Datenrauschen. Hier wird jedes D; durch geringfiigiges Verrauschen von D (ggf.
mit mehrfacher Wiederholung unterschiedlich verrauschter Varianten jedes Da-
tenpunkts) gewonnen. Wéhrend die Hinzufiigung von Rauschen zu den Aus-
gabewerten eher einen Informationsverlust bewirkt, kann additives normalver-
teiltes Rauschen N(0,0) im Eingabeteil = jedes Datenpunkts die Generalisie-
rungsfihigkeit verbessern, da es #hnlich einer (weichen) “Schutzzone” vom Radi-
us ¢ um jeden Eingabepunkt wirkt, die die Klassifikationsgrenze auf Abstand zu
halten versucht.

Bagging. Hier wird jedes D; durch m-maliges zufilliges Auswéhlen eines Trai-
ningspaars (z%,y*) (mit erlaubten Wiederholungen desselben Paars) aus D er-
zeugt. D.h., jedes D, geht durch relative statistische Wichtung der urspriinglichen
Datenpunkte o beim Training mit ganzzahligen Gewichten d, € 0,1,2, ... einer
Bernoulli-Verteilung hervor.

Beispiel: Datenklassifikation:
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In manchen Féllen kann ein geeignetes Klassifikatorensemble auch bereits durch
alleiniges Variieren der Anfangsbedingungen des Trainingsalgorithmus A (z.B.
zufillig gewiirfelte Startwerte der Gewichte eines KNN) aus ein und demselben
Trainingsdatensatz D generiert werden.

4 AdaBoost

Hier wird als entscheidende Verbesserung die Sequenz h; der Einzelklassifikato-
ren iterativ erzeugt, wobei in jedem Iterationsschritt jedes Trainingsbeispiel in
Abhéngigkeit von seinem aktuellen Beitrag zum Klassifikationsfehler gewichtet
wird. ,,Schwierige” (,,einfache”) Beispiele werden dabei allméhlich hoher (niedri-
ger) gewichtet. Dadurch wird das Training der sukzessive spéter erzeugten Klassi-
fikatoren allméhlich immer entschiedener auf die noch verbleibenden ,, Problemfille”
fokussiert.

Ausgangssituation.

Trainingsdaten: (z1,41),... (2, yam), wobei y; € {—1, 1} korrekte Klassifikati-
on von Beispiel x X angibt.

,»schwache” Klassifikatoren: es existiere ein Algorithmus, der zu jeder vorge-
gebenen Datenpunkt-Wichtung
d(1),...d(M) (vd(i) > 0,).d(i) = 1) einen ,schwachen Klassifikator”
h : X — {—1,1} derart erzeugen kann, dal dessen , d—gewichteter Feh-

ler” .
= dl < = —
e= 2, di<gy—n
1y #h(z;)
einen festen ,Margin” ~ > 0 gegeniiber einer zufilligen Klassifikation nicht
unterschreitet.

Dann lautet der AdaBoost-Algorithmus im Detail:

1. Initialisierung Setze t = 1 und gewichte alle Datenpunkte gleichméafig:

d,(i) = 1/M
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2. Trainingsschritt Trainiere einen neuen ,schwachen” Klassifikator h,. Trai-
ningsziel fiir h; ist die Minimierung des mit den Gewichten d;(7) des zuletzt
ausgefiihrten Iterationsschritts gewichteten Trainingsfehlers

€t = Z dl
1y #he ()

3. Neue Gewichte Bestimme aus dem im vorigen Schritt erreichten Trainings-
fehler ¢; ein , Klassifikatorgewicht”

11 1_615
ay = — 10
! 2 & €¢

und bestimme neue Datengewichte

Ay (i) = dy (i) R0l (1))

Zy
wobel
M
Zy = ZGXP(—at?/z‘ht(ﬁi))
i=1

die Summe aller d;;4(7) zu 1 normiert.

4. Terminationstest Setze
t
H(z) = sgn Z athy(z)
/=1
und ermittle den ungewichteten Klassifikationsfehler
. S
o iiH%):?fyz‘ M

Falls €* klein genug oder die maximale Iterationszahl erreicht ist, ende mit
Ergebnisklassifikator H(-). Andernfalls: t = ¢ + 1 und weiter bei Schritt 2.

5 Theorie des Adaboost-Verfahrens

Wir wollen zeigen: das Adaboost-Verfahren liefert nach T° Schritten einen Klas-
sifikator, dessen Trainingsfehler durch

T
e < exp(—2 Z’yfT) < exp(—2T+%)

t=1
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nach oben beschrankt ist. Dabei sind v > v > 0 (vgl. GL(4) die ,Margins”
der zwischendurch konstruierten ,,schwachen” Klassifikatoren gegeniiber zufélliger
Klassifikation.

Beweis: Im folgenden setzen wir f(z) = >, ayhy(x). Dann ist

_ ‘ e—tyihi(xi)
dr(i) = do(i) - || — (1)
+ t
1 e~ v¥if(zi)

TN L7 )

Zur Abschétzung des Fehlers benutzen wir zunéchst die offensichtlich stets erfiillte
Ungleichung

1 - 5H(mi)7yi S eXp<_yif<wi>>

(wegen y; f(z;) < 0, falls H(x;) # y;). Daher kénnen wir den ungewichteten
Endfehler €* folgendermafien abschétzen:

= > (1= Butey) 3)
g (4)
HZt 112 (5)

Fiir jedes einzelne Z; erhalten wir die Beziehung

=

IN

Pnﬂs N

7, = Z d e~ tyihe(z:) (6)
= > dlie+ D di(i)e™ (7)

Ty FEhe (a;) ity =he (i)
= e+ (1 —¢)e ™ (8)

(wobei wir uns an Gl. 4 und ) . d;(i) = 1 erinnert haben). Dies legt nahe, a; so
zu bestimmen, dass Z; minimiert wird:

07 Y
Oza—aj:eteat—(l—et)e ¢
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Daraus folgt unschwer die in Gl. 4 getroffene Wahl fiir «;, sowie

Zt = 2\/(1 — Et)ﬁt = \/1 — 4’}/]52 S 672%52

oder
¢ <[[Z <=ep(=2) )
t t
und damit die Behauptung.
Attraktiv an diesem Ergebnis ist
e solange jeder ,schwache” Klassifikator einen festen ,Margin” v > 0 ge-

geniiber einer Zufallsklassifikation nicht unterschreitet, gelingt es Adaboost
einen ,starken” Klassifikator zu konstruieren.

e grofle v, > 0 einzelner Klassifikatoren schlagen sich als Vorteil direkt im
Endresultat nieder

e weder v noch 7" miissen vorher bekannt sein.

Aber beachte: iiber den Generalisierungsfehler wird durch dieses Ergebnis noch
nichts ausgesagt!

6 Beispiel: Gesichtserkennung ([?])

Anwendungsdaten: Grauwert-Bildpaare z; = (I, I”) von Gesichtern. y; =

107

+1/ — 1 falls Gesichter A B gleich/verschieden.

Gesucht: Klassifikator C'(z) = C(I4,I?) zur Entscheidung, ob Gesichter A,B
iibereinstimmen oder nicht.

Einzelklassifikatoren: C}(x) wird mittels effizient berechenbarer Rechteck-Faltungsmasken
o(I) konstruiert (Abb.?7?):
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Ct(IA’[B) _ { %z siar}ist, |0e(14) — ¢ (1B)] > 6,

(hierbei sind ¢;(), ay, B, 0, Optimierungsparameter des t—ten Einzelklassi-
fikators.

Trainingsschritt: besteht (i) in Wahl der besten Kombination Maske-Schwellwert
(¢y, 0;) fiir die Klassifikationsfehler auf Trainingsdaten minimiert wird. An-
schlieend werden (7i) optimale Gewichtsparameter ay, 3; durch Minimie-
rung von Z; bestimmt (Verallgemeinerung von Schritt 3. oben: hier zweiter
Parameter (3, anstelle von oy allein).

Datenbasis: FERET-Gesichter-Database: ca. 1200 Bildpaare, auf 45 x 36 Pixel
normiert. Generierung von y; = 1 und y; = —1 Bildpaaren im Verhéaltnis
von etwa 1:8.
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Ll |

weitere Details: Ausgangsensemble von ca. 52000 Rechteckfaltungsmasken. 400
Adaboost-Runden mit ebensovielen Ergebnismerkmalen.

Aank-M recognition rates for recognition problemon FERET FAand FE images
T T T T

a
&

a
#

Percentage within top N matches
a
A
1

Ergebnisse:

e 94% Klassifikationsgenauigkeit (bestes veroffentlichtes Konkurrenzre-
sultat: 96%).

e sehr schnelles System (wenige ms pro Entscheidung)
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7 Zusammenfassung

Literatur
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Mixture-of-Experts- Architektur

1 Motivation

Modularisierung ist ein wichtiges Grundprinzip der Informatik: komplexe Auf-
gaben werden in kleinere Teilaufgaben zerlegt, fiir Losungen leichter gefunden
werden konnen. Anschliefend werden die Teillosungen zur Gesamtlosung zusam-
mengefiigt.

Die Mixtures-of-Experts-Architektur (MOE) bietet einen Rahmen, fiir die daten-
getriebene Konstruktion einer komplexen Eingabe-Ausgabe-Abbildung Teile einer
solche Zerlegungs- und Losungsstrategie durch ein geschlossenes Lernverfahren zu
automatisieren.

Die Betrachtung der MOE-Lernarchitektur befa3t uns mit folgenden drei wichtige

Fragen:

e Wie kann man in einem System mehrerer parallel arbeitender adaptiver
Module diese durch Lernen so spezialisieren, dafi sie sich fiir eine vorgebene
(feste) Aufgabe moglichst gut ergénzen?

e Wie kann man zugleich mit der Herausbildung der Spezialisierung die not-
wendige Koordination der Antworten der Teilmodule durch ein weiteres
, Gating-Modul” mitlernen?

e Wie sieht ein direkt auf die Identifikation verborgener Variablen (in MOE:
Beteiligung der Teilmodule) gerichtetes Lernverfahren aus?

2 Konzept

Die Grundarchitektur ist in Abb. 7?7 dargestellt. Im Vergleich zur Kommittee-
Architektur des Ensemble-Lernens (?7) gibt es ein zusétzliches Gating-Modul, das

1
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den Beitrag der (auch hier wieder) additiv iiberlagerten Modulausgaben nunmehr
dynamisch, d.h., in Abhéngigkeit vom momentanen Input, wichtet. Ein zweiter
Unterschied betrifft den Lernalgorithmus selbst: im Gegensatz zum Ensemble-
Lernen wird die gesamte Lernarchitektur ,in einem Stiick” und mit dem Origi-
naldatensatz trainiert, d.h., es ist keine , kiinstliche Auftrennung” in separat zu
trainierende Komponenten mehr erforderlich.

A p

Gating #
M Mo

Network

%X

Expert Expert
Network Network

r r

Die von MOE geleistete Eingabe-Ausgabe-Transformation ist

F(ZL‘,@) = ng(xavs)fk(x;ws)

Dabei ist g,,(z,vs) die Ausgabe des Gating-Moduls fiir ,Kanal” s, fs(z;w;) die
Antwortfunktion des s-ten Expertenmoduls, und 6 = (v; ... vy, wy ... wyy) fasst
alle adaptiven Parameter zusammen.

3 “Naives” Trainingsverfahren

Lernen geschieht durch iterative Minimierung eines geeigneten Fehlermafles Ep(6),
das auf einer Trainingsdatenmenge D definiert ist.

Eine “naive” Fehlerfunktion (Datenpaare (x;,y;)) wére:

~ 1

7
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Minimierung von Ep kann mit Gradientenabstieg beziiglich der Parameter 6 =
(v, w) erfolgen. Dies kann als Online-Verfahren datenpunktweise (stochastische
Approximation) oder als Batch-Verfahren (vor jedem Schritt Summation iiber
alle Datenpunkte) durchgefiithrt werden.

4 Statistische Interpretation

Eine besser begriindete Fehlerfunktion ergibt sich, wenn man die Lernaufgabe als
statistische Modellierung eines unbekannten Datenerzeugungsprozesses auffafit.
Angestrebtes Ergebnis ist dann ein sog. Generatives Modell fiir die zu lernenden
Daten.

Definition ,,Generatives Modell” Ein Generatives Modell modelliert eine vor-
gegebene Datenquelle durch einen stochastischen Prozess, der Datenwerte hervor-
bringt, die nach Struktur und Verteilung die vorgegebene Datenquelle approxi-
mieren.

Gl. (2) modelliert eine Datenquelle, die folgendermafien charakterisiert ist:

Aufbau aus M Teilkomponenten

jede Eingabe z fithrt zur zufélligen Auswahl genau einer Teilkomponente s,
die die Antwort iibernimmt.

e die a-priori! Auswahlwahrscheinlichkeit fiir s ist dabei

o= gs(, vs)
Zs’ gs, (x7 US/)

die Antwort der gewéhlten Komponente £ ist

y = fS(x;wS> _’_7]8

wobei 1 o< N (0, 05) eine normalverteilte Zufallsvariable ist (additives Rau-
schen mit Varianz o2).

Im folgenden verlangen wir o.b.d.A. die Normierung ) gs(z,vs) = 1 (die sich
z.B. mit dem Ansatz g(x,v,) = e~¥/cdotvs | 5™ | emr/edotvs gicherstellen 148t).

Ida y noch nicht bekannt!
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Dann ist die Wahrscheinlichkeit P(z|f) eines Datenpunkts z = (z,y) einfach
P(z10) =) g.P(s,2(0) (1)
1 2
= ZQS(ZE’US)NSQXP _Tﬂ(y—fs(x;ws)) (2)
1 2
=D ts(@,v)exp | = (y — fulwsws) (3)

(wobei g5 = g5 - Ny). Bei statistisch unabhéingig vorausgesetzten Datenpunkten
wird die dazugehorige log-Likelihood-Funktion daher

L (0) =log [ ] P(=i16) (4)

— Zlog <Z qs(w;v5) exp {— 36 = f;f;? o)) D (5)

Die Interpretation als generatives Modell in Verbindung mit der Maximum-Likelihood-
Methode fiihrt daher zu der gegeniiber der ,naiven” Variante abweichenden Ko-

stenfunktion
Ep(0) = —Lp(0)

die wiederum mit Gradientenabstieg iterativ minimiert werden kann.

5 EM-Verfahren

Der MOE-Ansatz (als generatives Modell) ist ein wichtiges Beispiel einer oft
anzutreffenden, allgemeineren Situation: Gesucht sind die Maximum-Likelihood-
Parameter

0* = arg max Z log P(z;;0)

fiir eine ,komplizierte” Wahrscheinlichkeitsdichte P(z;0), die additiv aus einer
Anzahl einfacherer Wahrscheinlichkeiten Pj(z;;6) aufgebaut ist:

P(z;;0) = Z Py(z;;0)

4
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Jedes Py(z;;0) = P(s, z;0) erhélt dabei die Interpretation einer Verbundwahr-
scheinlichkeit fiir das Auftreten eines um eine ,,verborgene” Hilfsvariable s ., ver-
vollstédndigten” Wertepaars (s, z;) (Die Summation iiber s bedeutet dann gerade,
dafl der hilfsweise eingefithrte Wert von s am Ende wieder ignoriert wird).

Fiir diese Art von Situation liefert das EM-Verfahren eine elegante Methode, die
Likelihoodfunktion durch wiederholtes Abwechseln zweier Schritte zu maximie-
ren:

1. (,E-Schritt”) hier werden die a-posteriori* Wahrscheinlichkeiten (,, Erwar-
tungen”) g¢s geschétzt, mit denen ein Datenpunkt z; einer der ,Quellen”

s=1,2... entstammt:
N Ps(Zzaet)
si = P i 0y) = ———~
o = PO = B,

Dabei sind 6, die bis zum t-ten Schritt des Verfahrens gewonnenen Schéatzwerte
der wahren Parameter 6.

2. (,M-Schritt”) Anstelle von (5) wird nun die gy-gewichtete log-Likelihood-
Summe der ,einfachen” Wahrscheinlichkeiten beziiglich der Parameter 6
maximiert:

01 = argmax y _ ds;log Pu(zi:0)

EX)

(wobei die gy als Konstanten behandelt werden!).

Diese Maximierungsaufgabe ist hiufig viel einfacher, als das Ausgangsproblem: so
sind in unserem Mischungsmodell-Fall die Ps(z;; 0) beispielsweise Gau-Verteilungen

1
Py(2;;0) = gs - Nyexp —

E(xl - /vLs)2

und die Summe in (5) daher eine gewichtete Uberlagerung einfacher quadratischer
Funktionen: das neue Maximum 6, 148t sich daher durch Losen einer linearen
Gleichung (mit der Nebenbedingung ) gs(z,vs) = 1) bestimmen!

Im folgenden werden wir zeigen:
e jeder EM-Schritt (1./2.) erhoht die Log-Likelihood des Ausgangsproblems:
Lp(0r41) = Lp(0:)

2da jetzt sowohl x; als auch y; genutzt werden!

5
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e daher konvergiert
lim LD (Qt)

t—o00

gegen ein (moglicherweise lokales) Maximum der Likelihood.

Beweis: Seien ¢y, > 0, >, ¢s = 1 ansonsten beliebig gewéhlte Gewichtungsfak-
toren. Dann gilt die Abschitzung

log P(z;; 6 logZP 230 (6)
Py Zz‘,e .

> qub (F0) 8

S

= Z gsilog Py(zi; 0 Z Gsi 10g Gsi (9)

Beim mittleren Schritt haben wir dabei die Jensensche Ungleichung

log (Z csx8> > Z cs log(zs)

verwendet, die fiir jede konvexe Funktion (hier: log(x)) gilt, wenn ) ¢, =1 und
alle ¢, > 0 sind.

Die Funktion
Z QSZ log P ZZ’ Z qSZ log QSZ

liefert daher eine untere Schranke fiir die gesuchte log-Likelihood. Die EM-Schritte
(1./2.) stellen sich nun als die abwechselnde Mazimierung dieser Schranke in den
beiden Argumentparametern ¢ und 6 heraus:

e Dader 2. Term in Gl. (5) nicht von # abhéngt, ist Maximierung von —F'(¢; 0)
beziiglich 6 dquivalent zum ,M”-Schritt Gl. (5).

e Die Aquivalenz des ,, E”-Schritts G1.(5) zur Maximierung von —F'(q; 0) beziiglich
¢ sehen wir durch Umformung von F' unter Benutzung der in (5) definierten
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Beteiligungswahrscheinlichkeiten gg;:

siP (25,0
qa et Z qsi 10 (q q )) (10)

st

:Z: (Z q> log P(zi; 6;) — qusz log <q) (11)

dsi

IZlog P(2i;0;) — Z Dk p(dilla:) (12)

Hierbei ist Dgp(g|lg) > 0 die Kullback-Leibler-Distanz zwischen §¢; und
¢; (hier bezeichnet ¢; die i-te Spalte der Matrix mit Elementen ¢y;). Diese
verschwindet genau fiir ¢; = ¢;, d.h., die im , E”-Schritt geforderten Ge-
wichtsfaktoren.

b6

e Zusitzlich sehen wir, dafl dann die untere Schranke — F(q; #) die Log-Likelihood-
Funktion (an der Auswerte-Stelle 6;) ., beriihrt”.

e Die Bedeutung des EM-Verfahrens liegt darin, einen recht allgemeinen An-
satz fiir die (iterative) , Vervollstindigung” eines nur teilweise in den be-
obachtbaren Daten z erfaten Systemzustands um ,,verborgene innere” Zu-
standsvariable s liefern zu kénnen.

e berechnet wird dabei die unter den gegebenen ,dufleren” Daten z ,,wahr-
scheinlichste” (im Maximum-Likelihood-Sinne) Verteilung der ,inneren”
Variablen
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e Die Abhéngigkeit zwischen dufleren und inneren Variablen steckt dabei in
der gewahlten Aufspaltung

P(z;0) = ZPS(ZU@)

der Wahrscheinlichkeitsdichte P(z;;#) der beobachtbaren Daten.
e weitere Anwendungssituationen sind

— Vervollstandigung fragmentarischer Daten
— Hidden Markov Modelle: Baum-Welch-Algorithmus

— Latente Semantische Indizierung: Auffinden Semantischer Kategorien

Products of Experts

Alternative zu additiven Mischungen: Produkte von Verteilungen [Hinton2002]:

[T Ps(z0)

PE9) = SHRm,)

e kann (im Unterschied zu additiven Mischungen) auch (gegeniiber Mischungs-
komponenten) schdrfer lokalisierte Verteilungen erzeugen

e erfordert nicht-gauBsche Faktoren (Produkte von Gaufverteilungen liefern
nur wieder Gauflverteilungen)

Training: “naiver” Ansatz wire Gradientenaufstieg fiir die Log-Likelihood:

log P,(2'|0,
a0, a0, gg, 108 F(=10:)
0 log Py(z|6;) o
=(————"%)\p — log P, (2|0,
() o (o log P(216.)
D.h., die Richtung des steilsten Anstieg ist die Differenz zweier Erwartungswerte
desselben Gradienten, einmal beziiglich einer bei den gegebenen Daten z na-
delformig konzentrierten , Verteilung” Fy, und einmal beziiglich der vom Exper-
tenprodukt représentierten Verteilung P = P(-|f)) (,halluzinierte Daten”).

dlog P(z|0) :BlogPS(zws) B ZP(2/|9) o

Algorithmikprobleme:
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e Erschopfende Summation iiber alle 2’ scheitert an immenser Grofle des Da-
tenraums

e Niherung durch Monte-Carlo-Verfahren: Gibbs-Sampling erzeugt Markov-
Sequenz von Daten, die Verteilungen P, P,, .. entstammen, die immer nédher
an der wahren Verteilung P, = P(:|0) liegen.

e Jedoch entsteht weitgehende Ausloschung der Gradientenbeitridge infolge
hoher Varianz der Datenvektoren.

Ausweg (Hinton2002): Minimierung der ,kontrastiven Divergenz”: Fiir die
hintere Mittelung wird die wahre Verteilung Py, = P(-|f) durch die Verteilung
P, des ersten Gibbs-Schrittes ersetzt:

dlog P(z0) 0

, o
895 <895 lOg PS(Z |93)>P0 - <

a0,

log PS(ZI’95>>P1

e da P in der ,richtigen Richtung” nach P hin liegt, ist eine Parameterver-
besserung zu erwarten

e dadurch wird im néchsten Lernschritt P, wiederum néher an P liegen usf.:
P, wirkt wie ein im Laufe des Gradientenlernens zum Ziel hin zuriickweichender
,Lockvogel”, der die Parameter zum Ziel ,,zieht”.

e im Gegensatz zu P ist P; noch eng um den Punkt z konzentriert: dadurch

verschwindet das Ausloschungsproblem.

Beispiel (aus Hinton): 5x5 Clustergitter, 15 Experten (jeder eine Summe aus
einer GauBfunktion und einer uniformen Verteilung).
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Abb.1 : PoE Reprisentation eines
5x5 ,,Clustergitters” durch 15 Exper-
ten. Fiinf Experten enden diffus, die
iibrigen bilden giinstige Faktoren zur

Darstellung der Cluster (aus Hinton
et al. 2001)

6 Hierarchisches MOE

3 k .
¢ 4 » ¥
¢ X, e
. T 1N . - o

Abb.2 : Aus dem PoE Modell gene-
rierte Daten. Ein fehlender Cluster
wird generalisiert. (aus Hinton)

Komplexere generative Modelle konnen hierarchisch aufgebaut sein. Zur Illustra-
tion betrachten wir den Fall einer weiteren Hierarchieebene:

obere Ebene: Auswahl eines , Zweigs” s mit Wahrscheinlichkeit g,(z;v) (3, 95 =

1).

untere Ebene: Auswahl eines , Subzweigs” r von s mit Wahrscheinlichkeit g,s(z; ).

Ausgabewert: Erzeugung Ausgabe y als Normalverteilung P((y— f,s(z; w))/0.s)
(wobei P(-) die Normalverteilungsdichte zu Varianz 1 und Mittelwert 0 be-

zeichnet).

10
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Gating Gating
| Network Network | .
| f X M1 M4z L 21 Ha X f }
| Expert Expert Do Expert Expert 1
Network Network Network Network

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Dem entspricht ein Datenerzeugungsprozef3 der in Abb.6 gezeigten Struktur mit
einem generativen Modell (0 = (u, v, w)):

P(ylz;0) = grja(w; u)ga(w;0) P (L(xw))

UTS

Damit ist P(y|x; #) wieder eine Summe iiber , verborgene Variable”, diesmal Paare
r, s. Wie zuvor, benotigt der E-Schritt die mit den a-posteriori-Schétzwahrscheinlichkeiten
{rs; fiir das Auftreten von r, s (fiir Datenpunkt ) gewichteten ,,r,s”-log-Likelihoods:

Q) = dalog | siapp (ML) (13

: Ors
7,8,1

(yi - frs(mi; w))2

2
20rs

= Z drsi |:10g gi + IOg gi\s -

T,8,%

+ %} (14)

wobei die a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten

9£|SQ§P((% — frs(Ti;w))/0rs)
P(yi|zi;0)

Grsi = P(r, s|zi,y;) =
fiir den E-Schritt wieder als konstante Koeffizienten gelten.

11
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Daher zerfillt der E-Schritt in folgende drei entkoppelte Extremalprobleme:

mBXZQTSi 1Og g?“|s(m’w U) (]‘5)

max Y Gr; log gs(i; ) (16)
f"‘s :'U7/7 w 2

mln Z qrsZ 202, ) (17)

Beispiel: fiir ein Beispiel siehe etwa [JorJac94]

7 Diskussion

Man beachte, dal MOE zwar die Module selbst vorgibt, deren funktionale Spezia-
lisierung sich jedoch unter dem Lernprozefl “emergent” herausbildet. D.h., aus-
gehend von vorgegebenen Strukturkomponenten dekomponiert MOE die zu ler-
nende Transformation in eine eine gleichgrofie (oder kleinere, falls einige Module
ungenutzt bleiben) Anzahl von einfacherer, additiv-parallel zu kombinierender
Teiltransformationen.

Literatur

[JorJac94] Jordan, MI, and Jacobs RA (1994) Hierarchical Mixture-of-Experts
and the EM-algorithm. Neural Computation 6:181-214.

[Hinton2002] Training products of experts by minimizing contrastive divergence.
Neural Computation 14(8) 1771-1800
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Closed-Loop Lernarchitekturen

1 Motivation

Lernen erhélt eine neue Qualitét, wenn nachfolgende Trainingsbeispiele von fritheren
Antworten des lernenden Systems abhéngen (etwa beim Lernen von Bewegungen).
An die Stelle einer festen Trainingsmenge tritt dann ein dynamisches System!.
Die Lernaufgabe besteht dann darin, die Freiheitsgrade (z.B. Neigungswinkel ei-
nes zu balancierenden Stabs; Kippwinkel und Ort eines Fahrrads) dieses externen
dynamischen Systems moglichst weitgehend beherrschen zu lernen.

Wir wollen uns daher Lernarchitekturen zuwenden, die folgende wesentliche Si-
tuationsmerkmale beriicksichtigen:

e Vorliegen einer , geschlossenen Schleife® (auch als Perzeptions-Aktions-, Feedback-
oder Regelungs-Schleife bezeichnet).

e Zusammenhang zwischen Aktionen und ihren Riickwirkungen iiber die Welt
kommt ins Blickfeld. Auftreten eines zeitlichen ,, Credit-Assignment”-Problems.

e Moglichkeit zur aktiven Exploration.

2 Dynamische Systeme

Zur Beschreibung solcher Situationen bendtigen wir das Konzept eines “Dynamischen
Systems”:

Definition Dynamisches System Ein (zeitdiskretes) Dynamisches System ist
gekennzeichnet durch eine innere Zustandsgroffe x € X und eine Funktion S :

!dabei handelt es sich nicht um den Lerner, sondern um den Ausschnitt der Welt, iiber den
die Aktionen des Lerners auf seine Eingaben riickwirken.
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X X R +— X, die eine zeitliche Entwicklung von x
2t +1) = S(x(t), 1)
festlegt.

Fiir zeitkontinuierliche dynamische Systeme tritt an die Stelle von GI() eine Dif-
ferentialgleichung:

In beiden Fillen beschreibt die Funktion S() # eine unendliche Schar méglicher
Zeittrajektoren x(t). Erst die zusétzliche Angabe eines Anfangswerts x(0) = x
wéahlt daraus eine bestimmte Trajektorie aus.

Anmerkung: héufig liegt eine Differentialgleichung hdéherer als erster Ordnung
vor. Z.B. (Bewegung einer Masse m = 1 unter einer dufleren Kraft wu(t), ge-
schwindigkeitsproportionale Reibung)

(1) — (1) = u(t)
Hier hilft folgender ,Trick” (Reduktion der Ordnung durch Einfiihrung neuer

Variabler):
~(5)= ()
fl_f: (i) N (79521:-2u(t> )

Analog kann im zeitdiskreten Fall vorgegegangen werden (Einfithrung von Z(t) =
(2(t), z(t — 1))T zur ,Absorption” von Termen z(t — 2) in Ausdriicken fiir x(t)).

Dann ist

Meist werden wir im folgenden mit der (oft etwas bequemer zu handhabenden)
zeitdiskreten Formulierung arbeiten.

Anmerkung: der Ubergang von einer Differentialgleichung zu einer diskreten Glei-
chung geschieht durch Diskretisierung. Im einfachsten Fall:

#(1) ~ 5 (el + A1) — 2(1)

und nachfolgende Umbenennung x(k - At) +— x(k). Hohere Ableitungen (oder
genauere Diskretisierung) fithren auf zeitdiskrete Systeme hoherer Ordnung, die

2Achtung: S() ist fiir jeden Fall eine eigene Funktion!

2
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durch Einfithrung entsprechender Zusatzvariablen wieder auf erste Ordnung ge-
bracht werden.

Wir sind dabei i.d.R. an dynamischen Systemen interessiert, deren Verhalten
durch eine zusétzliche Stellgriffe w € U gesteuert werden kann. U taucht daher
als zusétzliches Argument in S() auf:

2(t+1) = S(z(t), ult), )

Ein einfaches Beispiel hatten wir schon in GI() kennengelernt.

Anmerkung: ein wichtiger Spezialfall ergibt sich, wenn S() linear von u abhéngt.
Das ist z.B. fiir alle Roboterbewegungen der Fall:

H(x)x + C(x,x) + G(x) =u

(X = (01 e Qn)T)

Manchmal ist anstelle des Zustands z(¢) nur eine abgeleitete Beobachtungsgrofie
y = C(x) “von auBen” sichtbar, aus der dann z erst rekonstruiert werden mug.
Wir lassen die daraus resultierenden Komplikationen vorerst aufler acht.

3 Das Closed-Loop Lernszenario

kénnen wir jetzt als Riickkopplung eines (stationiiren®) dynamischen Systems
formalisieren;

F : x +— wu beschreibt dabei die Perzeptions-Aktions-Abbildung des Lerners (mit
w als adaptiven Parametern), und S das dynamische Verhalten des zu steuernden
Systems. Lernziel im weitesten Sinne ist das Auffinden einer Abbildung F' (bzw.
geeigneter adaptiver Parameter) so dafl x(t) ,,ein gewiinschtes Verhalten zeigt”.

3d.h., wir nehmen an, daf die Systemdynamik sich zeitlich nicht verindert. Ein wichtiger
Fall, in dem diese Annahme nicht zutrifft, sind z.B. Drifts.
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4 Typen von Lernaufgaben

Ausgehend von Gl.() kénnen wir nun verschiedenen Closed-Loop-Lernaufgaben
néher charakterisieren. Fiinf grofle Haupttypen sind:

4.1 Stabilisierung

Hier mochte man einen unstabilen Systemzustand z* durch Schlielen der Riickkopplungsschleife
stabilisieren (z.B. vertikales Balancieren eines Stabs). Detaillierter kann diese

Aufgabe als Minimierung eines geeigneten Giitefunktionals Ele, u| der zeitlichen
Abweichungen e(t) = 2* — x(t) und der ausgelosten StellgroBenverlaufs u spe-

zifiziert werden (im Falle eines linearen Systems S() und eines quadratischen
Giitefunktionals F ergibt sich fiir F' eine lineare Abbildung als Optimallosung:

linearer Regler).

4.2 Tracking

LaBt sich als Verallgemeinerung der Stabilisierung auffassen: der Zielpunkt z*(t)
ist folgt jetzt einer vorgegebenen Bahn und man mochte z(t) so steuern, dafl der
Trackingfehler e(t) = z*(t) — x(t) (oder wieder ein geeignetes Funktional davon
und von u) moglichst gering ausfillt.

4.3 Optimale Zielpunktansteuerung

Hier mochte man innerhalb kiirzestmoglicher Zeit T einen Zielpunkt z* ansteuern.
Héaufig ist dabei die maximale ,,Groe” von u begrenzt.

4.4 Sequentielles Entscheidungsproblem

Hier steht der Aufbau einer Entscheidungskette im Vordergrund. Die einzelnen
Schritte der Kette fithren dabei zu ,,Belohnungen” oder ,Bestrafungen”. Ist zu
Tracking verwandt: anstelle einer vorgegebenen Bahn treten (mehr oder weniger
indirekte) Erfolgs/Miferfolgsriickmeldungen.
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4.5 Aktives Lernen

Hier besteht jede Entscheidung in der Generierung einer neuen Frage x, auf die
ein ,,Orakel” eine Antwort y liefern soll. Die ,, Belohnung” besteht daher im ,In-
formationsgehalt” der gelieferten Antwort (s. néchstes Kapitel).

4.6 Optimale Steuerung

stellt den allgemeinsten Aufgabentyp dar. Hier ist der Zustandsraum mit einer
(dem Lerner bekannten oder unbekannten) , Belohnungsfunktion” R(x) ,,belegt”.
Ziel ist die Steuerung einer Bahn (bzw. einer diskreten Zustandsfolge) die eine
maximale Belohnung erzeugt. Hierbei sind mehrere wichtige Varianten moglich:
graduelle Belohnung nach jeder Aktion, Belohnung erst nach der letzten Aktion,
mit unterschiedlichem “Gedéchtnis” akkumulierte Belohnungen, etc. Zusétzlich
konnen die Aktionen wu selbst Kosten erzeugen.

Alle vorigen Aufgaben lassen sich in die Form dieses Aufgabentyps bringen.

5 Fehlerbasierte Lernstrategien

Die Vielfalt der skizzierten Lernaufgaben erfordert unterschiedliche Lernstrategi-
en, die jeweils fiir unterschiedliche Aspekte einer Aufgabe geeignet sind.

Im nachfolgenden betrachten wir fehlerbasierte Closed-Loop-Lernarchitekturen,
deren Lernschritte auf der expliziten Verfiigharkeit eines Zielfehlers basieren.

5.1 Systemidentifikation

Ziel ist hier die Gewinnung eines approximativen Modells S(z, u) fiir die “wahre”
Dynamikfunktion S(x,u) des zu kontrollierenden Systems. Fafit man die Tupel
2(t) = ((x(t),u(t)), z(t+ 1)) als Trainingsbeispiele auf, so &hnelt die Aufgabe for-
mal “normalem” {iberwachten Lernen. Allerdings sind aufeinanderfolgende Trai-
ningsbeispiele z nunmehr stark korreliert (d.h., es gilt keine Unabhéngigkeitsannahme
mehr); auerdem kann der Lerner die Produktion neuer Beispiele tiber die Wahl
von u aktiv beeinflussen.
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Ein naiver Trainingsansatz ignoriert obige Unterschiede und verwendet {iberwachtes
Lernen mit den durch Steuerungsaktionen u hervorgebrachten z(¢) Werten:

A B

Kenntnis des approximativen Modells S(z, 1) (oder auch S(z, u) selbst) schafft ei-
ne Vorhersagemaoglichkeit fiir das Systemverhalten und kann damit in einer Lern-
architektur andere Lernkomponenten unterstiitzen.

5.2 Inverse Systemidentifikation

Unmittelbar niitzlicher ist in vielen Féllen die inverse Dynamik
u(t) = Gla(t), a(t +1)

Im Existenzfalle (I braucht nicht invertierbar sein) beantwortet sie direkt die Fra-
ge, welches u das System aus einem gegebenen Zustand x(t) in einen gewiinschten,
neuen Zustand z(t 4 1) fithrt. Ein naives Schema zum Erlernen einer Schétzung

~

G(z,z") ergibt sich aus dem vorigen Ansatz durch Vertauschung der “Anschliisse”:

/

-1

x(t)

X(t+1) —

— u(t)

/

Manko dieses Ansatzes ist, dal er die Frage unbeantwortet 1&8t, woher man vor
Kenntnis von G die Steuerungswerte u gewinnt, die solche Trainingszustédnde

6
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x(t) hervorbringen (z.B. vertikal balancierter Stab), fiir die man G' gerne lernen
mochte.

Anmerkung: Im Falle einer linearen Abhéngigkeit von wu l&t sich das inverse
Modell aus dem Vorwértsmodell analytisch gewinnen:

r(t+1) = A(z(t)) + Bu(t) & u(t) = B~ (x(t + 1) — A(x(t)))

5.3 Error-Feedback-Lernen

liefert eine Teilantwort auf diese Frage: hier geht man davon aus, im Besitz
eines “groben” Reglers u = K(z) zu sein, der das System in die Nidhe der
gewiinschten Zustande steuern kann (K() kann z.B. ein linearer Regler sein).
, Parallelgeschaltet” ist das zu trainierende System F', dessen Lernziel in der
,Ubernahme” der von K () produzierten Steuerungswerte besteht. Ein hinrei-
chend “représentationsméchtiges” I’ kann auf diese Weise den einfachen Regler
K () gewissermaflen “als Vorhut” verwenden, um allméhlich ein wesentlich kom-
plexeres Regelverhalten als K () selbst zu realisieren. Der gelernte Regler liefert
dann ein inverses Modell, das fiir einen gewiinschten Zielzustand die benotigte
Stellgrofe erzeugt.

/4

x soll /Ig il

K

A\

1y

5.4 Vorwiarts- und Inverses Modell kombiniert

5.5 Mixture-of-Controllers

Error-Feedback-Lernen 148t sich auch innerhalb einer Mixture-of-Experts-analogen
Architektur anwenden. Dies ermoglicht das simultane Trainieren mehrerer inver-
ser Modelle, die sich auf unterschiedliche Bereiche des Zustandsraums spezia-
lisieren. Dazu ist jedem inversen Modell ein Pradiktor-Modul zugeordnet, das

7
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eine Schétzung 2, von x; aus dem vorangehenden (z;_1,ust — 1) vorhersagt. Die
Qualitét dieser Vorhersage steuert die , Beteiligung” des zugeordneten inversen
Modells sowohl an der néchsten Aktion wu; als auch an einem nachfolgend aus-
gefithrtem Lernschritt.

[ [
Y I
=Xt_]_ A A -
u, I X% L x X,
- t— L~ L
A
i [ Gating Xt
[ " factors B
soll — Ue1 T
X R uf ,
=th011 ju =
uf : -
- S Xt+1
K
, xl:soll Uy z
K
| Xt
Xt

Formal:

ugk’) _ F(k;) <I’t, ZBESO”)ﬂU) (4)
uf = K (wy, 2) (5)

#® = T® (241, up_q, ) (6)
k L

N = exp(—5 5 (@ —2)?) (7)
Zy = Z )\gk) (8)

k
=l 7Y A o
k

Uberwachtes Lernen kann als zu minimierende FehlergroBe die vom parallelge-
schalteten Regler K () erzeugten Stellkraft-Korrektur u* benutzen. Die einzelnen
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Lernschritte werden dabei mit den zuvor berechneten Beteiligungsfaktoren Ay
skaliert:

oI

o0 = Ao (31 — ) (10)
OF

sw® = eAik)a—w cul (11)

5.6 Mosaic-Ansatz

erweitert die Mixture-of-Controllers-Architektur um ein zusitzliches Kontext-
Modul je Zweig. Dieses lernt aus zusétzlichem sensorischen Kontext einen wei-
teren Satz multiplikativ wirkender Beteiligungsfaktoren 7y, die die Beteiligungs-
faktoren Ay geméafl der Bayes-Regel modifizieren:

AkHM

zn T - A"

Dadurch kann die Mixture-of-Controllers-Architektur auch ohne Information aus
einem bereits begonnenen Bewegungsvorgang arbeiten. Zusétzliche Erweiterun-
gen gestatten eine Mitlernen einer etwaigen systematischen Struktur des zeitlichen
Aktivierungsmusters der einzelnen Experten-Zweige. Fiir ndhere Einzelheiten sie-
he etwa [MosaicO1].

6 Zusammenfassung

Literatur

[MosaicO1] M. Haruno, D. Wolpert and M. Kawato (2001): MOSAIC-Model for
Sensorimotor Learning and Control. Neural Computation Vol. 13 Nr. 10
pp.2201-2220..
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Aktives Lernen

1 Motivation

Aktives Lernen ist der erste Schritt auf Lernen-in-the-Loop: anstelle einer passi-
ven Auswertung von Trainingsbeispielen fordert ein aktiver Lerner gezielt ,, Ant-
worten” y auf selbsterzeugte Fragen x. Die Fragen sind dabei Gegenstand einer
Optimierung in Hinblick auf Informationsgewinn.

2 Situationsmodell

Wir betrachten ein stochastisches Modell
P(y|w; x)

fiir die Antwort y in Abhéngigkeit von einer gewéhlten Frage x und (zu lernen-
den!) Systemparametern w.

Beispiel (additives Rauschen)
y = F(z;w) +1
wobei 7 o< N (0, o) normalverteilte Zufallsvariable ist.

Ziel ist, durch geschickte Wahl von x moglichst viel Information iiber den wahren
Wert von w zu gewinnen. Unsicherheit iiber den wahren Wert von w 148t sich als
eine (fiktive) Verteilungsdichte P(w) beschreiben.

Die zugehorige Entropie

Sp = —/P(w) log P(w)dw
ist ein quantitatives Maf fiir die Unsicherheit unserer Kenntnis von w.

1
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Kenntnis der Antwort y auf eine Frage x fithrt zu einer aktualisierten (a-posteriori)
Verteilung P(w|y), die nach der Bayesregel durch
y|w; x) P(w)
P(y; )
gegeben ist. Hier taucht iiberall z in der Rolle eines frei wéhlbaren, zuséitzlichen

,Kontrollparameters” auf (nur die a-priori Verteilung P(w), die unseren Kennt-
nisstand beschreibt, ist von x unabhéngig).

Pluly;a) = L4

Unseren aufgrund der Antwort y gednderter Kenntnisstand iiber w wird beschrie-
ben durch die neue Entropie

Sy = — / Pluly) log(P(wly))

die zu der a-posteri-Verteilung P(w|y) gehort.

3 Maximierung des Informationsgewinns

Der damit verbundene Informationsgewinn A ist dann quantifizierbar als
Al(z) = Sy — (Swlyz)y

wobei wir durch Ubergang zum Erwartungswert (S,,..), beriicksichtigt haben,
dafl y (selbst fiir festgelegtes x) stochastisch und damit nicht vorhersagbar ist.

Gl.() formalisiert die Suche nach einer maximal informativen Frage als Maximie-
rungsproblem von [(x).

Zur weiteren Bearbeitung notieren wir einen niitzlichen Hilfssatz:

Satz Bayesregel fiir Entropie: Sind w, y zwei Zufallsvariable, S,,S,, die Entro-
pien ihrer Verteilungen, und S, bzw. Sy, die Entropien der entsprechend kon-
ditionierten Verteilungen, so gilt

<Sw|y>y + 5y = <Sy|w>w + Sw
Beweis: durch Hinschreiben und Anwendung der Bayesregel.

Daraus folgt:

() = Su — (Sulye)y (1)
= Suw — ({Syiw)w + Suw — Sy) (2)
= Sy - <Sy|w>w (3)
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Anschaulich interpretiert: der Informationsgewinn ist die Antwortentropie Sy,
verringert um die mittlere Antwortentropie bei Kenntnis des Modells.

Eine besonders iibersichtliche Situation entsteht, wenn die mittlere Antwortentro-
pie bei Kenntnis des Modells von den Modellparametern unabhéngig ist.

Dieser Fall tritt z.B. fiir additives gausssches Rauschen ein: Hier ist P(y|w) =
N, exp|—(y — F(z;w)?)/20?% und daher

Sy == [ Plylu)log Plyluw)dy 4
= [ Pl |5t~ Flas)? = tou .| dy )
_ % _log N, (6)
_ % “log N, (7)

Fiir konstantes o héngt damit S,, weder von z noch von w ab, d.h. maximaler
Informationsgewinn [ (x) geht einher mit Maximierung der (i.d.R. z-abhéngigen)
Antwortentropie .S,

Falls 0 = o(x) von der Frage x abhéngt, ergibt sich die zu maximierende Funktion
als
Sy + log N,(x)

4 Komittee zur Schitzung der Antwortentropie

Eine geschlossene Berechnung der Antwortentropie S, () ist i.d.R. nicht méglich.
Ein Ausweg bietet folgendes Schéitzverfahren:

Die ,,wahre Verteilung” P(w) wird durch eine endliche Anzahl ¢ = 1... K von
»Samples” w; ~ P(w) approximiert. Jedes w; 148t sich als eine infragekommende
Version des gesuchten Modells (genauer: seiner Parameter) interpretieren. Der
Parameterraum W wird daher auch als Versionsraum bezeichnet.

Die K Modelle P(y|x;w;) bilden ein , Komitee”, das zu jeder potenziellen Eingabe
z (,Frage”) K Antworten y; ~ P(y|z;w;) liefert.

Die Entropie (,,Uneinheitlichkeit”) gy(x) der Kommitteantworten y; ,,simuliert”
dann den zu erwartenden Informationsgewinn fiir Frage x.
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Im Falle von N diskreten Antwortmoglichkeiten ist

A 1 al n;(x) n;(x
S0 =~ S

wobei n;(z) die Anzahl der Komitteevoten fiir die i—te Antwort bezeichnet.

Die Optimierung der Frage kann daher in einer internen, das Kommitte nutzenden
Auswerteschleife erfolgen:

Ein geeigneter Kompromif zwischen Maximierung und Rechenaufwand muf im
Auge behalten, daf S, lediglich eine (u.U.) grobe Schitzung der wahren Antwor-
tentropie S, bietet.

5 Komiteebasiertes Lernen

Nach Auswahl einer geeigneten Frage x kann die eingeholte, ,, wahre” Antwort
y zur Aktualisierung des Komitees verwendet werden. Die exakte a-posteriori-
Verteilung nach der Bayesregel (G1.7?7) wird i.d.R. nicht praktisch berechenbar
sein. Mogliche Workarounds sind:

e A-posteriori-Wahrscheinlichkeit aus einem Né&herungsverfahren + “Wiirfeln”
eines neuen Komittees.

e Anwendung eines geeigneten Lernverfahrens das die Antworten der , falsch-
liegenden” Komitteemitglieder in bessere Ubereinstimmung mit y bringt
und Weiterarbeit mit dem so aktualisierten Komittee.

Potenzielles Problem bei der zweiten Alternative ist eine Neigung zur Konzentra-
tion der Komitteemitglieder in der Néahe einer ,,Oberflichenschicht” des wahren
Losungsgebiets im Versionsraum. In einem hochdimensionalen Raum ist der da-
durch erzeugte ,,Bias” allerdings gering, da in hohen Dimensionen die Oberflache
ohnehin stark dominiert.

6 Illustrationsbeispiel: High-Low-Game

Das High-Low-Game illustriert Arbeitsweise und mégliche Konvergenzbeschleu-
nigung komitteebasierten aktiven Lernens im Vergleich zu passivem Lernen.

4
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Aufgabe ist die Lokalisierung des (dem Lerner unbekannten) Sprungorts w einer
Stufenfunktion y(x; w) = 0(x —w), wobei fiir die Sprungstelle w jeder Ort in [0, 1]
gleichwahrscheinlich sei.

In diesem Falle ist jede , Frage” ein Wert = € [0, 1], die Antworten y € {0, 1} sind
=1..

bindr. Nach m Trainingsbeispielen (z%,y®), « .m:
xrp = max{z%||y® = 0} (8)
TR = min{z%||y* = 1} 9)
(10)

Dann

e Versionsraum W = [z, zg].
e ideales” Komittee: k Samples aus uniformer Verteilung in W

e ideale Frage”: maximale Antwortentropie: ergibt sich fiir 50—50-Verteilung,
also zot! = 2Li2n

o — Versionsraumhalbierung pro Frage — exponentielle Konvergenz
e wird approximiert fiir grofles ,ideales” Komittee.

e zum Vergleich: passives Lernen: nach N Beispielen ,,Restliicke“ O(1/N)
lediglich lineare Konvergenz.

Praktische Durchfiithrung: ideales Komittee nur approximierbar: hangt von Lern-
regel ab. Z.B.

Fehlerkorrektur-Regel Aw = ny* — ylz

Gibbs-Regel zufillige Auswahl eines Parameterwerts w aus dem Versionsraum
solange, bis y(x;w) alle bisherigen Trainingsbeispiele korrekt identifiziert.

Simulationsbeispiel: Komittees mit 2, 16, 128 Mitgliedern
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7 Weitere Varianten Aktiven Lernens
Grundidee: Konzentration der Fragen in der Néhe der Klassifikationsgrenze!
e _Inversion” von Multilagen-Perzeptrons zur Lokalisierung der Klassifikati-
onsgrenze [Hwang]

e Verwendung lokaler Modelle

e direkte Maximierung der erwarteten Verringerung des Generalisierungsfeh-
lers

Literatur

[M. Hasenjéger and Helge Ritter] Active Learning in Neural Networks

[Y. Freund, H.S. Seung, E. Shamir, N. Tishby] Selective Sampling using the
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1 Reinforcement Learning (Verstirkungslernen)

Das Reinforcement Learning widmet sich Lernaufgaben, bei denen

e keine ,,Sollausgabe® vorgegeben werden kann, sondern der Lerner selbstéindig
eine geeignete Handlungsstrategie entwickeln muss.

e cin unmittelbarer zeitlicher Zusammenhang zwischen Aktion und Reaktion
nicht besteht, sondern die Folgen einer Aktion moglicherweise erst viel spéter
sichtbar werden. Typisches Beispiel: Labyrinth.

In diesem Fall sind klassische iiberwachte und gradientenbasisierte Lernverfahren
nicht einsetzbar. Fin Reinforcement-Lerner ist ein Agent, der mit seiner Umwelt in-
teragiert und durch trial-and-error versucht, seine Handlungsstrategie zu optimieren,
um moglichst viel positives Feedback zu ernten.

Zustand

Aktion

L1

Ruckmeldun

Das zugrundeliegende Modell enthélt folgende Komponenten:

e Der Zustand des Agenten in seiner Umwelt wird mittels einer diskreten und
endlichen Menge von Umgebungszustinden S modelliert, wobei der Agent
eventuell nur einen Ausschnitt /(s) davon wahrnehmen kann. (Wir beschranken
uns auf den Fall I(s) = s.)

e Ausgehend von seinem wahrgenommenen Zustand s € S fithrt der Agent eine
Aktion a aus einer diskreten und endlichen Menge von Aktionen A aus, z.B.
A ={linkes/rechtes Rad vor/zuriick bewegen}.

e Die Auswahl der Aktion wird durch die Policy m : & — A gesteuert, also
einer Funktion die zu einem geg. Zustand s; die néchste auszufithrende Aktion
a; = 7(s;) liefert. Die Policy ist die Handlungsstrategie des Agenten.

e Die Reaktion der Umwelt auf die Aktion wird durch einen endlichen Zustands-
automat modelliert. Der Folgezustand s;.; = (s, ay) ist also letztlich durch
eine Zustandsiibergangsfunktion 6 : & x A — § bestimmt.



e Damit der Agent auch lernen kann, erhélt er ein Reward-Signal r, = r(s;, a;)
oder r; = 7(s411), dass den Erfolg oder den Misserfolg seiner bisherigen ,, Mis-
sion“ bewertet.

e Das Reward-Signal ist (leider) meistens neutral, also wertlos, und erst am Ende
einer Aktionssequenz erhélt der Agent eine positive oder negative Riickmeldung.

e Das Ziel des Agenten ist es, seine Strategie oder Policy 7 so anzupassen, dass
er maximalen Reward von der Umgebung erhélt.

Die Zustandsiiberginge werden von den Gesetzmdfigkeiten der Umwelt diktiert, wihrend
die Reward-Funktion (s, a;) die Lernaufgabe bestimmdt.

Definition 1.1 Ein so modellierter Prozess wird auch Markovscher Entscheidungs-
prozess (MDP) genannt. Entscheidend dabei ist die Markov-Eigenschaft, die for-
dert, dass die Zustandsiibergdnge 6 nur vom aktuellen Zustand s; und der aus-
gefithrten Aktion a; abhéngen, nicht jedoch von der gesamten Handlungsgeschich-
te (s¢,at, Si—1,a4-1,--.,50,00). Ein MDP-Iterationsschritt aus Sicht des Agenten
enthélt folgende Punkte:

1. Bestimme aktuellen Zustand s;.

2. Wihle eine Handlung a; = 7(s;) und fiihre sie aus.

3. Erhalte Reward r;(s;, a;).

4. Umgebung geht als Reaktion auf a; in neuen Zustand s;,1 = (s, a;) iiber.

Beispiel 1.2 Ein Agent soll lernen, Fahrrad zu fahren.

Zustande: Neigung des Fahrrads, Geschwindigkeit
Aktionen: Drehung des Lenkers nach rechts, links

Rewards: z.B. abhéingig von der Neigung des Rades,
streng negativ (Bestrafung), falls das Rad umstiirzt.

Der Agent soll lernen, den kumulierten Reward zu maximieren, d.h. méglichst lange
aufrecht zu fahren.

Beispiel 1.3 Ein Agent soll lernen, Schach zu spielen.

Zustande: Alle moglichen Konstellation auf dem Schachbrett (sehr sehr viele)
Aktionen: Alle moglichen Ziige (auch sehr viele)

Rewards: Am Ende des Spiels erfahrt der Agent ob er gewonnen (+1) oder verloren
(-1) hat. Ein unerlaubter Zug wird sehr stark bestraft (-10).



In diesem Fall hat der Agent kaum eine Chance zu lernen, wie man gewinnt, denn
den positiven Reward wird er nur sehr selten erhalten... Schon eher kénnte er die
Schachregeln lernen, um damit die starke Bestrafung zu vermeiden...

Definition 1.4 Der kumulierte Reward oder auch value function gibt den zu erwar-

tenden Reward an, wenn der Agent ausgehend von einem Zustand s, seine Policy 7
verfolgt: V7 : S — R.

Unterschiedliche Definitionen von V7™ beziehen zukiinftige Rewards in unterschied-
licher Weise ein:

discounted reward: VT = Z Yo exponentiell abnehmende Gewich-
tung zukiinftiger Rewards
h
finite-horizon reward: V™ = Z T4 gleiche Gewichtung zukiinftiger
t=0 Rewards, endlicher Zeithorizont
average reward: VT = hhm - Z T gleiche Gewichtung aller

zukiinftigen Rewards

Beispiel 1.5 Wir betrachten folgenden Zustandsiibergangsgraphen:

- (=) =
SO O-O-0D =i
OO0 -0 D
Eine Aktionsauswahl besteht eigentlich nur am Anfang. Hat der Agent sich einmal
fiir einen Zweig entschieden, kann er immer nur eine Aktion ausfithren, die ihn

vorwarts bringt. Erst am Ende jeden Zweiges gibt es einen Reward — dies sind
sozusagen die Zielzustédnde (mit unterschiedlicher Attraktivitét).

- 0o 00 R’}/n
. T __ t R ) t _ ~ . .
discounted reward: VT = g_ Ve =1y ;7 R = ﬁ ~ {16;66;65}
finite-horizon reward: VT = E re = {4;0;0}
1
average reward: = lim Z ={2;10;11}

Je nach Wahl der Funktion fiir den kumulierten Reward V™ ergibt sich eine andere
optimale Strategie 7*!



Im folgenden werden wir nur den discounted Reward betrachten, weil damit am
einfachsten gerechnet werden kann. Der Faktor v € (0, 1) bestimmt die exponentiell
abnehmende Gewichtung zukiinftiger Rewards, d.h. man mochte lieber heute posi-
tive Rewards sammeln als irgendwann in der Zukunft. Wir kénnen den discounted
Reward auch rekursiv berechnen:

V™ (s0) = 3 A" 11 = ro(s0, (s0)) + 7(7«1(51, w(s1)) + 7 (ra(s2, (s2)) + .. ))

t=0

= r0<30, 7T<SU>> + "Yvﬂ-(sl)

= ro(so,m(s0)) + V" (5(507 7(30)))
(1.1)

Der discounted reward im aktuellen Zustand s wird dabei ausgedriickt als Summe
des Rewards r(s,n(s)) aufgrund der Aktion a = m(s) im aktuellen Zeitschritt und
des zu erwartenden Rewards V7 (s") im Folgezustand.

Gleichung (1.1) gilt natiirlich fiir alle moglichen Zusténde sy € S, so dass wir es
eigentlich mit einem Gleichungssystem von |S| Gleichungen zu tun haben. Dieses
System kann nach den Unbekannten V7™(s),s € S aufgelost und damit die value-
function V™ zu gegebener Policy 7 bestimmt werden.

1.1 Nicht-Deterministische Prozesse

Sowohl die Zustandsiibergangsfunktion der Weltmodellierung als auch die Policy des
Agenten konnen (unabhingig voneinander) stochastisch sein, d.h. einem Zufallsge-
setz folgen. Wir betrachten beide Moglichkeiten zunéchst separat.

Stochastische Policy Anstatt deterministisch immer dieselbe Aktion a = 7(s)
auszuwéhlen, ordnet die Policy 7 im Zustand s nun jeder Aktion a € A eine Wahr-
scheinlichkeit P(als) zu. Entsprechend dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung P(:|s)
wird die tatsdchlich auszufithrende Aktion ausgewihlt. Die value-function muss nun
den Erwartungswert der Rewards betrachten:

thE (re) Zv re) = E(r(s,7(5)) + vE(V(8(s,7(5)))
_ZP (s, a) +72Pa| (8(s,a)) (1.1°)

Stochastische Zustandsiiberginge Die Reaktion der Umwelt auf Aktionen des
Agenten wird nun durch einen nicht-deterministischen Zustandsautomat beschrie-
ben. Auch hier ordnet die Zustandsiibergangsfunktion 0 jedem Zustands-Aktions-
Paar (s, a) jetzt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(s'[s, a) zu, die angibt mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit der Folgezustand s’ erreicht wird. Die value-function muss



wieder den Erwartungswert der Rewards betrachten, diesmal gewichtet iiber alle
moglichen Folgezustinde s':

V7™(s) = E(Z o0& rt> (L r(s,a) + vz P(s'|s,a) - V(s a=m(s) (1.17)

Wir werden i.d.R. nur stochastische Ubergangsfunktionen 4, nicht jedoch stochasti-
sche Policies betrachten. Man beachte, dass sich die deterministischen Gleichungen
als Grenzfall der stochastischen ergeben, wenn man die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen P(:|s,a) bzw. P(:|s) fiir genau einen Folgezustand s’ bzw. fiir genau eine
Aktion a Eins sind.

Fiir die optimale value-function V* = V™ gelten die Bellman’schen Optimalitiits-
gleichungen:

V*(s) = mgx(r(s, a) + Z P(s'|s,a) - V*(s’)) VseS

s'eS

Diese Gleichungen sind wieder rekursiv definiert und beschreiben lediglich, dass die
optimale value-function in jedem Zustand s den maximal erreichbaren Reward an-
qibt.

1.2 Policy Iteration

Das Lernproblem besteht nun aber darin, die optimale Policy zu lernen. Die folgende
Gleichung liefert eine Iterationsvorschrift um eine bisherige Policy 7 mit zugehoriger
value-function V™ (mittels einer greedy-Strategie) zu verbessern:

7'(s) := arg mg‘x(r(s, a) + 7 Z P(s]s,a) - V”(s’)) : (1.2)

s'eS

Die neue Policy 7’ hat fiir jeden Zustand s eine hohere Bewertung V7™ (s). Wir
erhielten genau die alte Policy 7' = m und die alte value-function V™, wenn wir
a = 7(s) waihlten. Da aber tiber alle méglichen Aktionen a mazimiert wird, verbessert
sich die Policy 7' bzw. die zugehdrige value-function V™ . Wir erhalten damit den
folgenden Algorithmus, um die optimale Policy 7* zu lernen:

Initialisiere die Policy 7’ zufdllig
loop
mi=a
Berechne V7 durch Losung von (1.1-1.1’)
Verbessere die Policy entsprechend (1.2)
until 7 =7’

Die Berechnung der value-function V™ iiber das Gleichungssystem (1.17) ist u. U. sehr
aufwendig. Das folgende iterative Verfahren ermoglicht eine Approximation von V'™:
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Initialisiere k=0, V=0
loop

Via(s) = r(s,m(s) +7 ) P(s']s,m(s)) - VI(s)
s'eS
k—k+1
until V7, ~ V)T

1.3 Value Iteration

Alternativ kann man direkt die value-function optimieren:

Initialisiere k=0,Vi(s) =0

loop
Berechne Qi(s,a):=r(s,a)+~ Z P(s'|s,a) - Vi(s)
s'eS
Update Vii1(s) := max Q(s,a)
E—k+1

until Anderungen von V sind klein genug

Es kann gezeigt werden, dass dieser Algorithmus tatséchlich zur optimalen value-
function V* konvergiert. Die optimale Policy kann von dieser einfach abgeleitet wer-
den:

() := arg mgx(r(s, a)+ Z P(s]s,a) - V*(s’)) : (1.3)

s'eS

Beispiel 1.6
Zum Vergleich der beiden Verfahren Policy- und Value-

Iteration schauen wir uns das typische Reinforcement-Problem
an: Ein Agent kann sich auf einem endlichen Gitter fortbe-
wegen, indem er eine der Aktionen hoch, runter, rechts, links
auswahlt. Am Rand des Gitters sollen ., verbotene* Aktionen
unberiicksichtigt bleiben, d.h. der Agent erhélt keinen negati-
ven Reward, bewegt sich aber auch nicht fort. Ziel des Agenten
soll es sein, eines der grauen Felder zu erreichen (und dort zu
bleiben), so dass nur bei Erreichen dieser Felder ein positiver
Reward von Eins erteilt wird.

Policy Iteration

— | = ||« 100 100 90 81
w | — | =] =11 v 53.14 | 59.05 | 65.61 | 72.9

L= ||« 0 0 0 0

- | = =11 0 0 0 0




— | — | — |« 100 | 100 90 81
m T T[T fvn| 100 | 90 81 | 729
T T 17|17 90 81 | 72.9 | 65.61
S == 43.05 | 47.83 | 53.14 | 59.05
— | ] ]« 100 [ 100 [ 90 81
o [T T[T 1T [y [100] 90 [ 81 [ 729 [n=m,
T T 90 | 81 | 72.9 |65.61 o
T T 81 | 72.9 | 65.61 | 59.05

Nach jeder Verbesserung der Policy muss hier die auf der neuen Strategie basierende
Wertefunktion exakt berechnet werden. Dafiir ist jeweils eine groflere Menge an
Iterationen erforderlich.

Value Iteration Im Gegensatz dazu, benotigt Value Iteration pro Iterations-
schritt nur wenige Rechenschritte, um die neue Wertefunktion zu bestimmen:

101100 1]0 191191910 2711271 171 | 8.1
vy 10, 0 0|0 Vi 1919 0[]0 w271 171 81 | O
0101]0]0 9101010 171 8.1 0 0
0101]0]0 0(01]0]0 8.1 0 0 0
34.39 | 34.39 | 24.39 | 15.39 40.95 | 40.95 | 30.95 | 21.95

Va 34.39 | 24.39 | 15.39 | 7.29 2 40.95 | 30.95 | 21.95 | 13.85
24.39 | 15.39 | 7.29 0 30.95 | 21.95 | 13.85 | 6.56
15.39 | 7.29 0 0 21.95 | 13.85 | 6.56 0

46.86 | 46.86 | 36.86 | 27.86 52.17 | 52.17 | 42.17 | 33.17
Vs 46.86 | 36.86 | 27.86 | 19.76 Ve 02.17 | 42.17 | 33.17 | 25.07
36.86 | 27.86 | 19.76 | 12.47 42.17 | 33.17 | 25.07 | 17.78

27.86 | 19.76 | 12.47 | 5.9 33.17 | 25.07 | 17.78 | 11.22
56.95 | 56.95 | 46.95 | 37.95 100 [ 100 [ 90 | 81
v, [ 56.95 | 46.95 | 37.95 | 29.85 | v [ 100 90 | 8L | 729
16.95 | 37.95 | 29.85 | 22.56 00 | 81 | 72.9 | 65.61
37.95 | 29.85 | 22.56 | 16 81 | 72.9 | 65.61 | 50.05

Policy Iteration bendtigt zwar weniger Iterationen, ist aber pro Iteration langsamer
als Value Iteration. Es ist daher nicht klar, welcher Algorithmus der bessere ist, und
es gibt Beispiele, fiir die der eine oder andere Algorithmus schneller konvergiert. Po-
licy Iteration und Value Iteration sind Beispiele von dynamischer Programmierung.
Sie benutzen die Zustandsibergangsfunktion d(s,a) und die Reward-Funktion (s, a).



1.4 Q-Lernen

Policy und Value Iteration benutzen sowohl die Reward-Funktion r(s,a) als auch
die Wahrscheinlichkeiten fiir Zustandsiibergéinge P(s'|s, a), um die optimale Policy
zu finden. Diese Daten sind i.d.R. jedoch nicht ad hoc verfiighar und der Agent muss
sie durch Exploration der Umwelt erst lernen. Das Q-Lernen umgeht dieses Modell-
Wissen durch Nutzung der Q-Funktion (oder auch action-value function genannt):

Q" (s,a) = E(V’r(s) | a) =r(s,a) + ’yz P(s'|s,a) - V™(s)

s'eS

Sie gibt den erwarteten Reward an, wenn man in Zustand s die Aktion a auswéhlt
sowie im weiteren der Policy 7 folgt. Die urspriingliche value function V™ (s) wird
also zu einer zwei-parametrigen Funktion Q™ (s,a) ,aufgebliht”, mit dem Erfolg,
dass die auszufihrende Aktion a im aktuellen Zustand s von der ansonsten verfolgten
Policy (und der damit verbundenen value-function V™) entkoppelt wird. Man kann
also im aktuellen Zustand s nun alle mdoglichen Aktionen betrachten. Die ,alte”,
von a unabhdingige value function erhdlt man aus Q™ mittels der Beziehung V™ (s) =
Q™ (s,7(s)), also durch Verwendung der Aktion a = 7(s). Analog zu Gleichung (1.3)
kann die zu ) gehorige Policy 7 bestimmt werden:

7(s) = arg max Q(s,a). (1.4)

Mit der Bezichung V*(s) = max, Q*(s,a) kann man die Bellman’schen Optima-
litdtsgleichungen fiir die optimale Q-Funktion Q* aufstellen:

Q*(s.0) = r(s.0) + 7 3 P(s'ls, ) -max Q*(s, )

s'eS N— ——
V*(s)

1.4.1 Basisalgorithmus des Q-Lernen

Diese rekursiven Definition(en) von @) bilden im Prinzip die Grundlage fiir den Q-
Lernalgorithmus. Wir miissen jedoch noch die Weltmodellierung in Form der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten P(s'|s,a) loswerden. Aber wir konnen den Folgezustand
s" aufgrund einer ausgewihlten Aktion a ja wieder beobachten! Der Lernalgorithmus
wird dadurch zu einem (inter)aktiven Lernprozess in der Umwelt:

Initialisiere k =0, Qk(s,a) zufdllig, aber klein
loop
Bestimme aktuellen Zustand s
Filhre eine Aktion a aus (zufdllig oder entsprechend Q) (1.4))
Erhalte Reward r(s,a) bzw. r(s,d)
Bestimme den Folgezustand s
Update Qki1(s,a) :=r(s,a) +ymaxQ(s,a’)
a
k—k-+1
until Anderungen von @ sind klein genug
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Das Tupel (s, a,r, s') beschreibt die Erfahrung, im Zustand s bei ausgefiihrter Aktion

a im Zustand s’ zu landen und den Reward 7 erhalten zu haben. Das Update wird

so gemacht, dass man den hochstmoglichen Q-Wert max, Q(s', a’) im Folgezustand

verwendet (greedy). neo:
QLearn-
Demo

1.4.2 Temporal Difference Learning: TD(0)

Eine zentrale Idee des Reinforcement Lernens ist das temporal difference-Lernen,
kurz TD-Lernen. Es kombiniert zwei wichtige Aspekte:

e das direkte Lernen aus den eigenen Erfahrungen in Abwesenheit eines Modells
des zu lernenden Problems und

e die Fahigkeit, noch vor Erreichen des Ziels die aktuellen Werte auf der Basis
anderer, ebenfalls noch nicht perfekt gelernter Werte, zu verbessern (das sog.
bootstrapping).

Die Updateformel fiir TD-Lernen ist nur mithilfe der Value-Funktion V' (s;) definiert:
Vi(s) :=V(s)+ oz(r +V(s") — V(s)> : (1.5)

a € [0, 1] ist dabei die Lernschrittweite.

Beispiel 1.7 Ein Dozent fahrt aus der Uni mit dem Auto nach Hause. Beim Ver-
lassen seines Biiros registriert er die Uhrzeit, den Wochentag und sonstige relevante
Daten. An einem Freitag verlafit er sein Biiro um 18 Uhr und schétzt, dafl er 30 Mi-
nuten bis zu seinem Haus brauchen wird. Beim Betreten des Parkplatzes um 18:05
Uhr beginnt es aber zu regnen, so dafl er seine Schétzung auf eine Gesamtreise-
zeit von 40 Minuten erhoht. Eine Viertelstunde spéter (also um 18:20 Uhr) hat er
die Autobahn verlassen und ist dabei sehr glatt durchgekommen — er revidiert die
geschétzte Reisezeit auf 35 Minuten. Dummerweise setzt sich auf der Landstrafle
ein nicht {iberholbarer Trecker vor ihn, so dafl er erst um 18:40 Uhr in seine Strafle
einbiegt und um 18:43 Uhr dann gliicklich zu Hause ankommt.

45
__.actual outcome
actual
40 outcome
35
30+
'. T T T T LI T T T T T T
leaving reach exiting 2ndary home arrive leaving reach exiting 2ndary home arrive
office car highway road street home office  car highway road street home



Wie aus Gleichung 1.5 ersichtlich, ist die Wahl der Aktionen bei TD-Lernen nicht
festgelegt. Hier gibt es zwei prinzipielle Moglichkeiten:

on-policy-Lernen: Die Policy 7 wird sowohl zur Verhaltensgenerierung als auch
zur Bestimmung der Wertefunktion Q™ im Folgezustand verwendet:

Qs,0) = Qs,0) + a7 +79Q(s',a') - Q(s,0))

Die Aktion o', die im Folgezustand s’ ausgewahlt wird, wird also mittels der
Policy bestimmt: o' = 7(s'). Da hierbei das Tupel (s,a,r,s',a") verwendet
wird, heifit dieser Algorithmus Sarsa.

off-policy-Lernen: Die Policy 7 wird nur zur Verhaltensgenerierung im aktuel-
len Zustand verwendet. Der Wert des Folgezustandes wird aber mittels einer
anderen Stratgie (typischerweise greedy) bestimmt:

Q(s,a) :=Q(s,a) + 04(7“ +ymax Q(s',d) —Q(s, a)> (1.6)

[\

Q'(s.)
Hier erkennt man den Basisalgorithmus des Q-Lernen wieder, der iiber alle
moglichen Aktionen im Folgezustand maximiert. Im Prinzip wird in der Praxis
nur dieser Algorithmus verwendet.

Anders als in Kapitel 1.4 wird der aktuelle Wert hier jeweils nur in Richtung des
neuen Wertes verdndert - man springt nicht mehr sofort zum neuen Wert, sondern
erhilt einen flieBenden Ubergang zu diesem Wert. Dies ist insbesondere dann von
Vorteil, wenn der Algorithmus momentan einer suboptimalen Strategie folgt. Die
Lernschrittweite a € [0, 1] bestimmt, wie grof der Lernschritt in Richtung des neuen
Q-Wertes Q' (s, a) sein soll. Fiir a = 1 erhélt man wieder die obige Q-Lernregel, fiir
a = 0 lernt man gar nichts.

Damit lautet der Algorithmus:

Initialisiere k=0,Q, =0

loop

Beobachten aktuellen Zustand s
Wahle Handlung a = 7(s)
Erhalte Reward r und beobachte Folgezustand s’

Update Qxi1(s,a):= Q(s,a)+ a(r + ymaxy Qr(s,a’) — Qr(s, a))

until Anderungen von @ sind klein genug

Satz

1.8 Unter folgenden Voraussetzungen konvergiert () gegen die optimale Q-

Funktion Q*:

I7(s,a)] < oo Vs, a,
0<~y <1,
Jedes (s, a)-Paar wird unendlich oft besucht.
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1.4.3 Temporal Difference Learning: TD())

Die Lernregel TD(0) beriicksichtigt nur eine einzige Erfahrung (s, a;, ;) des Agen-
ten:

Qs m) = Qs ) + e + 7 max Qs o)) — Qs )

Damit fiihrt jeder Iterationsschritt des Agenten nur zu einem einzigen Update der
Q-Funktion. Falls der Reward stark verzogert kommt, baut sich die richtige Q-
Funktion nur sehr langsam auf. Sinnvoller ist es daher bei einem Update auch vor-
herige Schritte — also den gesamten Weg zum Ziel — zu bertiicksichtigen. Dazu fithren
wir die Fignung (eligibility) eines (s, a)-Paares ein:

Nes 1 fall =
er(s.0) = yAer—1(s,a) + alls (s,a) = (s¢,a4)
yAer—1(s,a) sonst

Dabei bestimmt der Faktor A\, wie stark die vorherigen Zusténde gewichtet werden
sollen. Falls ein Paar (s,a) im Zeitschritt ¢ besucht wird, erhoht sich die Eignung
um 1, sonst nimmt sie exponentiell ab:

Je hoher der Wert e(s, a), desto 6fter wurde das Paar besucht, desto weniger in der
Vergangenheit liegen diese Besuche und desto wichtiger ist offenbar sein Anteil am
erzielten Erfolg (Reward). Dementsprechend nutzen wir folgende Updateregel:

Q(s,a) :==Q(s,a) + a-e(s,a) - A(s,a, s fir alle (s,a) € S x A
A(s,a,8') =r+ymaxQ(s',a’) — Q(s,a)

Die alte Lernregel erhalten wir mit e(s, a) = dss,04a,, also fiir A = 0.

Beispiel 1.9

¥ * * 1y
¢ } b=
1 [
durchlaufener Pfad 1-Step-Update: TD(0) TD(A)
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1.4.4 Exploration vs. Exploitation

Exploration: meist zuféllige Erforschung des Zustandsraumes
Exploitation: optimale Ausnutzung des bisher gewonnenen Wissens (Approximation
von V oder Q) zur Bestimmung der Policy.

e Zu ausgiebiges Erforschen bedeutet, dass der Agent auch nach langem Lernen
noch ziellos im meist sehr grofien Zustandsraum umherwandert. Dadurch wer-
den auch Bereiche intensiv untersucht, die fir die Losung der Aufgabe gar
nicht relevant sind.

o Ju frithes Ausbeuten der gelernten Approrimation der Q-Funktion bewirkt
maoglicherweise, dass sich ein suboptimaler Pfad durch den Zustandsraum eta-
bliert, weil dieser zufillig zuerst gefunden wurde und gute Ergebnisse lieferte.
Die optimale Losung wird jedoch nicht mehr gesucht.

Beispiel 1.10 Mehrere einarmige Banditen, deren Ausschiittung und Erfolgsquote
zufillig sind. Wie lange soll man bei anderen Automaten nach htheren Ausschiittungsquoten
suchen und ab wann soll man sich auf einen Automaten konzentrieren?

Losung: teilweise zufallige Auswahl der Aktionen.

e-greedy: Wihle typischerweise die optimale Aktion a* aus, aber mit
Wahrscheinlichkeit ﬁ eine zufillige andere Aktion a.

Boltzmann-Gewichtung: Wiéhle die Aktionen a zuféllig entsprechend der Boltzmann-
Verteilung aus:

B(Q(5,0)~Q(s,0%))
Za/ eﬁ(Q(Sva/)fQ(sfa*))

m(s,a) = mit " = arg max Q(s, a)

Die Lernparameter ¢ € [0,1] und 3 € [0, 00) sollten langsam abnehmen.

e ¢ =1 bzw. # =0 = Gleichverteilung

e ¢ =0 bzw. f =00 = greedy

Der wichtigste Unterschied zwischen e-greedy und Boltzmann-Exploration ist die
Auswahl der auszufithrenden Aktion im Falle der Exploration: wéhrend bei e-greedy
jede suboptimale Aktion, also auch die bisher am schlechtesten bewertete, die gleiche
Chance hat, ausgesucht zu werden, werden suboptimale Aktionen bei der Boltzmann-
Exploration mit einer Wahrscheinlichkeit ausgewéhlt, die mit ihrem momentanen
Wert korreliert.

12



1.5 Generalisierung:
Kontinuierliche Zustands- und Aktionsriaume

Alle Algorithmen sind von diskreten Zustands- und Aktionsrdumen ausgegangen
und speichern die Funktionen V'(s) und Q(s,a) in einer Tabelle. Dies ist sehr inef-
fizient und im Falle von kontinuierlichen Zustands- und Aktionsrdumen nicht mehr
praktikabel.

Losung: Funktionsapproximation fiir V/(s) bzw. Q(s, a).
allg. Ansatz eines Approximators: (s, a).
Die Gewichte w haben je nach Wahl des Approximators unterschiedliche Bedeutung:

e Splines/Polynome: Stiitzstellen
e Multilagen-Perzeptron (MLP): Gewichte im Netz

e SOM, LLM, PSOM: Stiitzstellen
Ein guter Funktionsapproximator sollte folgende Eigenschaften haben:

e Gute Generalisierung, d.h. Interpolation und Extrapolation bei unbekannten
Zustanden und Aktionen.

e Gute Approximation der tatsidchlichen Q-Funktion. Dazu muss die Auflésung
der Q-Funktion geniigend hoch sein, kann aber in unterschiedlichen Bereichen
des Raumes S x A variieren.

e Geringer Speicherbedarf

e Effiziente Berechnung der optimalen Aktion: arg max Qw(s, a).
ac

Bei kontinuierlichem Aktionsraum A stellt dies ein nichtlineares Optimierungs-
problem dar, mit all seinen Problemen (lokale Minima = suboptimale Akti-
onsauswahl)

e Effiziente Updates der Q-Funktion.

e Lokale Lernverfahren.

FEinige dieser Figenschaften widersprechen einander und man muss einen geeigneten
Mittelweg finden, der alle Figenschaften ausreichend beriicksichtigt.
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